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Résumé

Les formes paramétriques modélisent une géométrie à partir d'un jeu d'hyper-paramètres. Bien qu'elles puissent

prendre des aspects variés, leur manipulation se fait en général de façon indirecte et peu intuitive , en manipulant des

séries de valeurs plutôt que la géométrie elle-même. Nous proposons une méthodologie basée sur la di�érentiabilité

locale des formes paramétriques usuelles pour o�rir une manipulation directe de la géométrie tout en respectant

les contraintes de l'espace des paramètres, et ce sans e�ort supplémentaire lors de la conception de ces formes.

a co-paramétrisation

hyper-paramétrisation
paramétrisation

Figure 1 � Di�érentes notions de paramétrisation coha-
bitent dans cet article. P(G) → G est une paramétrisa-
tion au sens des � surfaces paramétrées � ; F : Π → {G}
est une paramétrisation d'ordre supérieur et MG : A →
G est une paramétrisation commune à toutes les géomé-
tries issues de F .

1 Introduction

La modélisation non destructive, ainsi que le rig-

ging, introduisent naturellement des formes paramé-
triques, dont on peut modi�er a posteriori certains hyper-
paramètres. On découple ainsi les dimensions techniques
et artistiques lors de la création. Cependant, l'interaction
avec ces formes passe souvent par une série de valeurs nu-
mériques. Nous cherchons ici au contraire à interagir avec
les hyper-paramètres directement depuis la vue 3D.

Forme paramétrique F . Une forme paramétrique est
représentée par une fonction F qui à une valuation π des
hyper-paramètres associe une géométrie statique G :

F : π ∈ Π 7−→ G ⊂ R3 (1)

On parle d'hyper-paramètres par opposition aux pa-
ramètres utilisés pour représenter G sous la forme d'un
ensemble paramétré P(G) → G. Par exemple, si G est
un plan �ni, son ensemble de paramètres P(G) peut être

[0, 1]2. Si c'est une sphère, les paramètres sont canoni-
quement des coordonnées sphériques, etc.

Hyper-paramètres Π. Les hyper-paramètres sont
ceux exposés à l'utilisatrice pour conduire la génération
de G. Par exemple, si F est une forme humanoïde, les
hyper-paramètres peuvent être ses mensurations. Plus
généralement, l'espace des hyper-paramètres est un com-
pact Π d'un R-espace vectoriel. Ce que l'on appelle pa-

ramètre Πk est un vecteur d'une base donnée de Π. Un
élément de cet espace est appelé valuation et noté :

π = (π1, . . . , πK) =

K∑
k=1

πkΠk

Cet espace est parfois appelé espace de conception (de-
sign space [Tal+09]) ou espace de rig [Hah+12] dans des
cas spécialisés. Il correspond à l'espace que l'on s'autorise
à explorer artistiquement.

Co-paramètres A. Une di�culté majeure pour la ma-
nipulation de F dans son ensemble est que les espaces de
paramétrisation P(G) = P(F(π)) dépendent en général
de π. Par exemple, si les G sont des maillages de tri-
angles, P (G) est usuellement l'ensemble des indices de
triangle et coordonnées barycentriques en leur sein, et
dépend donc de la connectivité de G.
Nous distinguons alors un espace A de co-

paramétrisation de toutes les géométries qui sont des
images de F . Ainsi, on détermine pour tout G = F(π)
une représentation dont le domaine A est identique. Les
éléments de A sont appelés co-paramètres de F .

Contributions Nous montrons d'une part comment
l'existence d'une telle co-paramétrisation permet la créa-
tion d'une interface de manipulation directe et intuitive
d'une forme paramétrique (Section 2). Nous proposons
ensuite, dans le cas de maillages, une stratégie d'estima-
tion d'une co-paramétrisation par induction sur le graphe
que constitue une implémentation de F (Section 3).
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Notre approche est capable de se gre�er à moindres frais
à un moteur de forme paramétriques existant, ce que
nous montrons dans notre implémentation (Section 4).

Travaux connexes Dans le contexte du rigging �
l'hyper-paramétrisation d'une géométrie statique exis-
tante � la création de contrôleurs dans la vue 3d
pour modi�er les paramètres de la forme est générale-
ment manuelle. Elle repose sur un assemblage de sous-
problèmes de cinématique inverse pour lesquels une solu-
tion analytique est dérivable [Dia10]. De nombreux tra-
vaux entreprennent de simpli�er la déformation de forme
[IMH05 ; SA07 ; LG15], parfois basée sur des exemples
[Wam16], mais la déformation libre contourne l'hyper-
paramétrisation et donc la sémantique de ses contraintes.
Notre approche repose sur une optimisation dans l'es-

pace des hyper-paramètres d'une forme. Un tel proces-
sus se retrouve en architecture paramétrique [Yan+11 ;
Zha+13], notamment pour trouver des valeurs pour les-
quels une forme est constructible [WOD09]. C'est aussi
un moyen de faire cohabiter animation manuelle et phé-
nomènes physiques [Hah+12], ou encore de déterminer
des hyper-paramètres à partir de photographies de réfé-
rence [DTM96]. L'exploration de l'espace des paramètres
est même envisagé pour la génération procédurale plus
lourde [Tal+09 ; Tal+11].

2 Manipulation directe

On suppose dans cette première partie qu'il existe
e�ectivement un ensemble A de co-paramètres et on
cherche à l'exploiter pour permettre une manipulation
directe de la forme. La Section 3 montrera comment
construire A dans certains cas pratiques. On note dans
ce cas MG la bijection qui paramétrise une géométrie
statique G par A :

MG : A −→ G

Pour plus de commodité, on surcharge la notation F
pour désigner le foncteur F : π 7→ MG. Étant donné que
A ne dépend pas de π, on peut au besoin inverser son
ordre de curry�cation : on note ainsi Fa(π) = F(π)(a)
la position du point de co-paramètre a ∈ A pour une
valuation π des hyper-paramètres.

Par manipulation directe, on entend le fait que l'uti-
lisatrice exprime son intention dans R3, au lieu de Π
comme c'est le cas avec une interface présentant un cur-
seur par hyper-paramètre. On modélise cette intention
par un point source O ∈ F(π0) et un point destination
T ∈ R3. L'objectif de cette section est de déterminer
une nouvelle valuation π = π0 + ∆π qui approche le
� nouveau point O � au plus près de T . Formellement, ce
nouveau point est F(π)(aO), où aO = F(π0)

−1(O) est
le co-paramètre de O.

On cherche à atteindre un maximum d'interactivité,
ce qui est une di�culté, car ∆π doit être résolu en une
fraction de seconde, mais également un avantage, car la
mise à jour permanente de π permet de supposer petits
les ∆T = T − O et ∆π. Considérons alors, en notant
J ∈ M3,K le jacobien de FaO

, le développement limité
au premier ordre :

∆T ≃ J(π0) ·∆π (2)

Deux étapes clefs sont donc nécessaires pour déter-
miner ∆π : évaluer le jacobien J (Section 2.1) et choisir
parmi ses pseudo-inverses celle répondant le mieux à l'in-
tuition de l'utilisatrice (Section 2.2).

2.1 Évaluation du jacobien

Trois approches sont envisageables en général : le
calcul analytique, l'auto-di�érentiation lors de l'évalua-
tion de Fa(π) ou l'estimation par di�érences �nies.
Le calcul analytique, même assisté d'outils de dériva-
tion symbolique, n'est pas toujours envisageable. L'auto-
di�érentiation est une solution e�cace, tant que sont
prises les précautions pour en limiter la complexité en
mémoire. En revanche, y adapter un moteur de forme
paramétrique déjà existant peut s'avérer complexe.
Nous adoptons donc les di�érences �nies, qui sont une

solution raisonnable car le nombre de paramètres est
faible. Cette approche n'introduit pas de surcharge de
la mémoire et permet d'utiliser un moteur d'évaluation
en boîte noire. Le pas de di�érentiation � parfois pro-
blématique avec cette méthode � est ici suggéré par les
bornes imposées aux di�érents paramètres. Par exemple,
si un paramètre Πk évolue dans l'intervalle [αk, βk], on
utilise un pas δΠk = 10−5 · (αk − βk). Les paramètres
étant voués à être exposés à l'utilisatrice, on les suppose
su�samment lisses.

Espace écran. Nous avons jusqu'ici supposé que les
contraintes étaient données dans R3. C'est le cas en réa-
lité virtuelle, mais bien souvent les interfaces de mani-
pulation de formes sont projetées dans un espace écran.
Dans ce cas, O et T sont des points de l'écran, et on a
Proj : R3 → R2 la projection de la vue de l'utilisatrice.
L'Équation 2 devient alors :

∆T ≃ JProj (X) · J(π0) ·∆π (3)

où X = F(π)(aO) est le point O avant projection.
Généralement, cette projection s'exprime sous la forme
Proj (X) = P ·X

[P ·X]w
avec P une matrice de projection ar-

bitraire. Dans ce cas, on en dérive le jacobien suivant :

JProj (X) =
1

[P ·X]w
(P − Proj (X) · Pw,·) (4)

où Pw,· est la ligne de P correspondant à la composante
w et X est un vecteur colonne. Le reste du raisonnement
est inchangé, on inverse J = JProj (X) · J(π0).
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2.2 Inversion du jacobien

La matrice J n'ayant que trois � voire deux � lignes,
son rang est faible ; il peut donc y avoir de nombreuses
solutions à l'équation 2. Il peut aussi n'y en avoir aucune,
auquel cas on considère la projection orthogonale de ∆π
sur l'image de J , ce qui minimise l'erreur au sens des
moindres carrés. Cette projection, ainsi qu'une base de
solutions, est donnée à partir de J+, la pseudo-inverse de
Moore-Penrose de J . Une matrice M est une solution si,
et seulement si :

M = J+ +K · Λ
avec K = I − J+ · tJ
et Λ une matrice arbitraire

Régularisation Pour faire le choix d'une solution en
particulier, on introduit des objectifs de régularisation
visant à correspondre au mieux à l'intuition de l'utili-
satrice. Premièrement, le petit mouvement ∆T de l'uti-
lisatrice ne doit pas entraîner une grande variation des
paramètres. Autrement dit, la norme L2 de ∆π = M∆T
doit être faible. En particulier, si deux hyper-paramètres
a�ectent O selon la même directions, celui des deux ayant
le plus d'in�uence en norme sera privilégié.
Deuxièmement, pour une meilleure lisibilité et antici-

pation par l'utilisatrice, il est préférable que le change-
ment ∆π ait un maximum de composantes nulles, c'est-
à-dire que sa norme L0 doit être faible.

Heuristiques. Nous avons testé diverses heuristiques
de résolution :

Projections Ce solveur naïf projette le déplacement
OT sur tous les vecteurs colonne du jacobien pour en
déduire les di�érentes composantes de ∆π. Il n'as-
sure que l'énergie E soit nulle que dans le rare cas
où ces colonnes sont deux à deux orthogonales.

Mono-projection Ce solveur détermine à partir du ja-
cobien et de la direction OT un unique paramètre
pour lequel e�ectuer la projection susmentionnée.
Il choisi un compromis entre proximité, minimisa-
tion de E et minimisation de la norme L2 de ∆π
en défavorisant les paramètres correspondant à des
colonnes de faible norme. Ce solveur inclue un e�et
d'hystérésis : le paramètre choisi est �gé une fois que
la distance OT dépasse un seuil de quelques pixels.

Valeurs singulières Ce solveur choisi simplementM =
J+. Il assure que E est minimale, mais tend à a�ecter
tous les paramètres à la fois, ignorant les enjeux de
régularisation de ∆π.

Valeurs singulières parcimonieuses Ce solveur uti-
lise la solution du solveur précédent pour dé�nir un

ordre d'importance des paramètres, puis retire le pa-
ramètre de moindre importance et résout à nouveau
tant que l'énergie E résultante n'augmente pas, mi-
nimisant la norme L0 de ∆π.

Ces solveurs peuvent être pondérés par des poids assi-
gnés aux hyper-paramètres. Ces poids retranscrivent in-
tuitivement l'importance donnée à certains paramètres
plutôt qu'à d'autres, et sont essentiels en théorie pour ho-
mogénéiser l'espace des hyper-paramètres, dont les axes
ont en général des unités très variées.

3 Co-paramétrisation locale

La construction explicite d'une co-paramétrisation
d'un continuum de géométries est un problème dont
de nombreux travaux se sont emparé [KS04 ; Sch+04 ;
BPJ07 ; Bra+08], mais dans notre cas deux remarques
permettent de le simpli�er.
Premièrement, l'existence d'un co-paramètre unique

a ∈ A est importante pour le raisonnement, mais la sec-
tion précédente ne requiert en pratique que l'évaluation
de mπ = MF(π) ◦ M−1

F(π0)
, la mise en correspondance

par la co-paramétrisation de F(π) avec F(π0).
Deuxièmement, une co-paramétrisation locale est suf-

�sante, car π est proche de π0. On se contente alors de
construire une approximation mπ de mπ qui au lieu de
donner un unique point propose un ensemble de candi-
dats {X ′}. On en déduit mπ en gardant le plus proche :

mπ(X) = argmin
X′∈mπ(X)

∥X −X ′∥2 (5)

Induction On modi�e la forme paramétrique pour at-
tacher à chacun des points un attribut que l'on nomme
signature ; mπ(X) est l'ensemble des points de F(π) qui
ont la même signature que X dans F(π0).
Lorsqu'une co-paramétrisation est connue 1, elle est

utilisée comme signature. On suppose maintenant que
F est de la forme π 7→ fπ

(
F (1)(π), . . . ,F (n)(π)

)
, com-

binaison par un opérateur fπ d'autres formes paramé-
triques F (i) qui par hypothèse d'induction émettent une
signature pour chaque point.
On exploite alors la capacité supposée de l'opérateur

fπ à transférer de façon cohérente les attributs arbitraires
des points d'entrée à ceux de sortie. Cette hypothèse sur
fπ est raisonnable car souvent déjà véri�ée par les ou-
tils de modélisation non destructive existants. On ajoute
également l'indice i à la signature de tous les points
de F (i)(π) en amont de fπ. Plusieurs points de sortie
peuvent se voir transférer la même signature, expliquant
que mπ(X) est un ensemble et non un unique point.

1. Par exemple en cas de maillages de connectivité constante,
ou lorsque les UV forment une bonne paramétrisation.
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Position initiale 1 Position initiale 2 2.a. 2.b. 2.c. 3.a. 3.b.1.a. 1.b. 1.c.

Position initiale 4 4.a. 4.b. 4.d.4.c. 4.e.
Position initiale 5 5.a. 5.b.

Valeurs singulièresMono-projection Valeurs singulières parcimonieusesProjectionsSolveur :

Figure 2 � Exemples de résolutions du changement d'hyper-paramètre sur di�érentes scènes et avec di�érents
solveurs. La seconde scène présente une connectivité variable. Le point bleu/orange est l'origine O du déplacement
et la croix est la position actuelle T de la souris. Les lignes rouges représentent la di�érence appliquée à chaque
paramètre par le solveur. L'exemple 3 montre un défaut du solveur Valeurs singulières parcimonieuses : son choix
de paramètres change brutalement entre deux positions de T proches.

On transforme ainsi la capacité des opérations fπ qui
constituent l'implémentation de la forme paramétrique
F à mettre en correspondance leur entrée et leur sortie
en une correspondance (locale) entre plusieurs sorties.

4 Implémentation

La Figure 2 montre l'interface (add-on Blender) expo-
sée à l'utilisatrice : il su�t de cliquer et tirer sur n'im-
porte quel point de la surface pour modi�er les hyper-
paramètres du modèle, optimisés par le solveur selec-
tionné (Section 2.2). Toutes ces opérations sont guidées
par une prévisualisation du jacobien.

Tampon par sommet. Notre implémentation précal-
cule le jacobien de Fa pour les co-paramètres de tous
les sommets du maillage et les y sauvegarde. Ce tampon
ne doit être mis à jour que lorsque la valuation change,
mais est indépendant du point de vue de l'utilisatrice.
Un même échantillonnage de F(π) peut donc être utilisé
pour estimer tous les mπ(X) ; on met ainsi en commun
la construction d'une structure d'accélération pour e�-
cacement évaluer l'argmin de l'Equation 5. Nous nous
sommes contenté de tables de hachage pour de petits
maillages, mais il serait judicieux d'utiliser un arbre k-d
(sur l'espace de co-paramètres A et non sur R3).

Indicateur visuel. La mise en tampon des jacobiens
permet de plus d'a�cher un indicateur au simple sur-
vol par le curseur de l'utilisatrice, avant même le début
de l'interaction. On dessine les vecteurs colonnes du jaco-
bien de Proj ◦Fa (voir Figure 2). Chacun de ces vecteurs
correspond à un hyper-paramètre (identi�é dans notre
implémentation par un code couleur), et est un vecteur
de l'espace de manipulation. Il indique l'in�uence locale
de l'hyper-paramètre sur la position du point survolé, et
permet donc à l'utilisatrice d'anticiper.

Tampon de jacobiens. Notre implémentation pro-
pose une variante dans laquelle le jacobien est moyenné
sur un voisinage du curseur. Dans un tel cas, l'ensemble
des jacobiens JProj ◦Fa

de l'écran est précalculée à chaque
changement de point de vue. On e�ectue pour cela une
rastérisation du maillage étiqueté aux sommets par JFa ,
ce qui permet d'utiliser l'accélération matérielle (GPU).
La taille de la brosse est �xe en espace écran, ce qui per-
met de donner une in�uence au niveau de zoom de la vue
sur la solution du solveur.

5 Discussion

En l'état actuel, notre prototype permet déjà une in-
teraction instinctive avec une forme paramétrique direc-
tement dans la vue 3D pour les cas où une construction
claire de la mise en correspondance mπ est possible. Il
reste cependant beaucoup de choses à explorer, à la fois
du côté de cette mise en correspondance et dans l'espace
des inverses possibles du jacobien.

Mise en correspondance Notre construction d'une
correspondance mπ entre plusieurs sorties di�érentes
pourrait par exemple s'appuyer sur des vecteurs d'attri-
buts aléatoires aux sommets d'entrée et sur une meilleure
structure d'accélération pour résoudre l'Equation 5.

Solveurs D'autres types de régularisation de ∆π sont
envisageables pour le choix de l'inverse du jacobien. Nous
envisageons en particulier des critères de conservation
globaux, comme par exemple le volume. D'autre part,
nous �geons actuellement π0 pour tout un tracé de l'uti-
lisatrice, mais on pourrait réévaluer J de temps en temps
� toutefois pas aussi fréquemment que ∆π car ce serait
coûteux. Cela donnerait une information d'ordre supé-
rieur au premier degré dans la direction du déplacement
et limiterait e�ectivement la distance entre π0 et π.
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Annexes

A. Performances

Figure 3 � Résultats de mesures de performance des
di�érentes étapes de notre méthode.

La Figure 3 donne des mesures de temps d'exécution
sur deux scènes. L'évaluation des di�érences �nies prend
une grande partie du temps mais n'est pas exécutée aussi
souvent que le solveur. Le temps d'exécution du solveur
reste inférieur au temps d'application des changements
(réévaluation de la forme).
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